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MINIMALITE´ DES SOUS-VARIE´TE´S TOTALEMENT
GE´ODE´SIQUES EN GE´OME´TRIE FINSLERIENNE
G. BERCK
Re´sume´. Nous montrons que les sous-varie´te´s totalement ge´ode´siques d’une
varie´te´ de Finsler sont minimales pour le volume de Holmes-Thompson. Pour
la mesure de Hausdorff, des contre-exemples a` ce re´sultat sont connus (voir
[3]).
1. Introduction
L’e´tude des notions d’aires et de volume sur les espaces norme´s et les varie´te´s de
Finsler, initie´e par Busemann, a re´cemment acquis un regain d’inte´reˆt, be´ne´ficiant
notamment des apports de ge´ome´trie convexe, diffe´rentielle et inte´grale (voir par
exemple [1],[5], [9],[13], [17] et [3]). Contrairement au cas euclidien, plusieurs de´-
finitions naturelles d’aire et de volume coexistent dont deux se distinguent par
leurs proprie´te´s inte´ressantes. D’une part, les espaces norme´s et varie´te´s de Finsler
e´tant me´triques, la mesure de Hausdorff est un choix naturel. D’autre part, le
volume de Holmes-Thompson, introduit dans [15] pour des conside´rations purement
ge´ome´triques, apparaˆıt comme la notion ade´quate pour ge´ne´raliser aux espaces
norme´s les formules classiques de ge´ome´trie inte´grale (voir par exemple [5] et [17]).
Une autre proprie´te´ renforce l’inte´reˆt porte´ sur celui-ci : le volume de Holmes-
Thompson d’une varie´te´ de Finsler est, a` une constante pre`s, le volume de Liouville
de son fibre´ cotangent unitaire. Ceci ouvre la voie aux techniques symplectiques
pour l’e´tude des proprie´te´s ge´ome´triques de ce volume.
Equipe´ de notions d’aire, de volume, on est naturellement amene´ a` e´tudier les
sous-varie´te´s minimales et, disposant aussi d’une norme, a` comparer les proble`mes
variationnels uni et multi-dimensionnels. Des re´sultats inte´ressants pour le volume
de Holmes-Thompson ont de´ja` e´te´ obtenus dans cette direction. Par exemple, dans
[5] A´lvarez et Fernandes montrent que, si la me´trique est projective (c’est a` dire si
les ge´ode´siques sont des droites), alors les k-densite´s de Holmes-Thompson sont des
densite´s de Crofton, ce qui a pour conse´quence que les k-plans affins sont minimaux
(voir [6]). Par des techniques diffe´rentes, Burago et Ivanov prouvent dans [9] que
les 2-disques affins d’un espace norme´s minimisent le volume de Holmes-Thompson
parmi tous les disques immerge´s de meˆme bords. Aussi, le ’filling theorem’ d’Ivanov
[16] a pour conse´quence que les sous-varie´te´s de dimension 2 totalement ge´ode´siques
d’une varie´te´ de Finsler sont minimales pour cette aire (voir [3]), tandis qu’A´lvarez
et Berck prouvent dans [3] qu’il en est de meˆme pour les hypersurfaces totalement
ge´ode´siques.
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Dans ce papier, nous prouverons le the´ore`me suivant qui s’inscrit naturellement
dans ce contexte :
The´ore`me Toute sous-varie´te´ totalement ge´ode´sique d’une varie´te´ de Finsler est
minimale pour le volume de Holmes-Thompson.
En ge´ome´trie riemannienne, ce re´sultat est obtenu facilement. On montre que la
courbure moyenne d’une sous-varie´te´ est la trace de la seconde forme fondamentale
qui elle-meˆme s’annule pour les sous-varie´te´s totalement ge´ode´siques.
Ce n’est par contre pas un re´sultat ge´ne´ral en ge´ome´trie de Finsler, sous-entendu
pour une ’bonne’ notion de volume, mais est propre a` la densite´ de Holmes-Thomp-
son. En effet, dans [3], les auteurs pre´sentent une famille de me´triques de Finsler
projectives pour lesquelles les plans affins, e´videmment totalement ge´ode´siques, ne
sont pas tous minimaux pour la mesure de Hausdorff. De ce fait, aucun des re´sultats
cite´s pre´ce´demment n’est valide pour cette mesure.
Il n’y a pas, en ge´ome´trie de Finsler, de seconde forme fondamentale adapte´e au
proble`me variationnel. Ne´anmoins, pour toute densite´ φ et toute sous-varie´te´ N ,
on construira en chaque point de celle-ci un covecteur de courbure moyenne h avec
la proprie´te´ que, pour toute variation lisse de N , α(s), telle que ∂sα(0) est nul en
dehors d’un compact de N ,
d
ds
(∫
α(s)
φ
)
|s=0
=
∫
N
h(∂sα)φ.
Il en re´sulte qu’une sous-varie´te´ est minimale si et seulement si ce covecteur est nul
en tout point.
La construction de ce covecteur passe par la ge´ne´ralisation aux densite´s des
applications de Legendre et formes de Hilbert bien connues en ge´ome´trie de Finsler.
La principale diffe´rence avec ce cas classique tient dans le fait que, pour une densite´
donne´e, ces applications et formes ne sont pas uniques. Il apparaˆıtra toutefois que
le covecteur de courbure moyenne est bien de´fini.
Dans [10], Busemann et al. construisent, en chaque point de la sphe`re unite´ de la
densite´, une forme line´aire particulie`re que nous appellerons forme de Busemann.
Celle-ci leur permit de montrer que la densite´ de Holmes-Thompson est localement
convexe ; de notre coˆte´, elle servira a` de´finir une application de Legendre et, par
suite, une forme de Hilbert particulie`rement bien adapte´es a` cette densite´. La propo-
sition 20, point fondamental dans la preuve du re´sultat principal quoique quelque
peu technique, montrera que cette forme de Hilbert est e´troitement lie´e a` la forme
de Hilbert associe´e a` la norme. Puisque le covecteur de courbure moyenne est di-
rectement construit a` partir de la forme de Hilbert, cela nous donnera en retour un
lien direct entre les proble`mes variationnels uni et multi-dimensionnels.
Ce papier s’articule suivant quatre sections. Nous commencerons par un rapide
survol de la notion de densite´ et plus particulie`rement de celle de Holmes-Thompson
dans les espaces norme´s, suivi de la construction de la forme de Busemann et de la
preuve actualise´e (et largement inspire´e de [9, pp.18-20]) de la locale convexite´ de
cette densite´. Le lemme de structure terminera cette partie sur une proprie´te´ du
fibre´ unitaire attache´ a` une densite´.
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Nous introduisons dans la seconde partie les outils fondamentaux que sont les
applications de Legendre et formes de Hilbert associe´es.
La section suivante sera consacre´e au proble`me variationnel et a` la notion de
covecteur de courbure moyenne. Nous effectuerons ensuite le calcul explicite des
covecteurs de courbure moyenne pour les courbes et surfaces de R3 et montrons
qu’on re´cupe`re dans ces cas la courbure des courbes et la courbure moyenne des
surfaces. Nous verrons aussi le lien entre ce covecteur de courbure et la courbure
des courbes d’une surface de Finsler telle que l’a de´finie Cartan dans [11].
Nous donnerons dans la dernie`re section la preuve de la proposition liant forme
de Hilbert attache´e a` la norme et forme de Hilbert attache´e a` la densite´ de Holmes-
Thompson, ensuite celle du the´ore`me principal. Enfin, nous pre´senterons deux
classes inte´ressantes de me´triques de Finsler posse´dant des sous-varie´te´s totalement
ge´ode´siques.
L’auteur aimerait particulie`rement remercier J.C. A´lvarez pour les nombreuses
discussions fructueuses, ses conseils judicieux et pour lui avoir pre´sente´ ce proble`me
de sous-varie´te´s minimales ; ainsi que P. Lambrechts pour ses multiples relectures
attentives et ses remarques constructives.
2. Densite´s
2.1. Densite´s. Conside´rons un espace vectoriel re´el V de dimension n et soit k ≤ n.
L’ensemble des k-vecteurs simples de V , ΛksV , est un coˆne dans Λ
kV appele´ coˆne de
Grassmann. Tout k-vecteur simple non nul a = v1 ∧· · ·∧vk porte un unique k-plan
vectoriel oriente´ de V , span{v1, . . . , vk}, que nous noterons < a >. Bien entendu,
si t est un re´el positif, < ta >=<a>. En conse´quence, le coˆne de Grassmann est
un coˆne sur la grassmannienne des k-plans vectoriels oriente´s de V . Nous noterons
<a>∗ le k-espace vectoriel oriente´ dual de <a>.
De´finition 1. Une k-densite´ φ sur un espace vectoriel re´el V de dimension n
(1 ≤ k ≤ n) est une application φ : ΛksV → [0,∞) lisse sur Λ
k
sV \{0}, positive
(φ(a) = 0⇔ a = 0) et homoge`ne de degre´ 1 (φ(ta) = |t|φ(a)).
Remarque. Classiquement, la positivite´ n’est pas exige´e et notre de´finition cor-
respond aux k-densite´s de volume lisses de [7]. Nous perturbons quelque peu la
terminologie par simplicite´, puisque nous ne conside´rerons que ce type de densite´s.
La notion de densite´ est a` mettre en rapport avec celle d’inte´grand parame´trique
de´finie par Federer, voir [12, p. 515]. La principale diffe´rence, mais non l’unique, est
qu’un inte´grand parame´trique est de´fini sur tout l’espace vectoriel ΛkV . Aussi, une
densite´ est-elle la restriction au coˆne de Grassmann d’un inte´grand parame´trique
lisse, positif et pair.
La sphe`re unite´ Sφ est l’ensemble des k-vecteurs simples pour lesquels φ = 1.
Notons que celle-ci est diffe´omorphe a` la grassmannienne des k-plans oriente´s de V .
Ge´ome´triquement, les densite´s ge´ne´ralisent les notions d’aires et de volumes des
espaces euclidiens. Le re´el positif φ(v1 ∧ · · · ∧ vk) s’interpre`te comme le volume du
paralle´lotope engendre´ par les vecteurs v1, . . . , vk. De plus, tout comme les formes
diffe´rentielles, on peut inte´grer les densite´s sur les sous-varie´te´s (non ne´cessairement
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oriente´es) et donc parler de k-aire d’une sous-varie´te´ compacte de dimension k pour
une certaine k-densite´.
La notion de densite´ s’e´tend naturellement aux varie´te´s. On reprend, sur chaque
espace tangent, la construction faite sur un espace vectoriel. On conside`re alors le
fibre´ en coˆnes ΛksTM →M de fibre Λ
k
sTxM au dessus de x.
De´finition 2. Soit M une varie´te´ de dimension n. Une k-densite´ sur M est une
application φ : ΛksTM → [0,∞) lisse hors de la section nulle et telle que pour tout
x ∈M , l’application φx := φ(x, .) : ΛksTxM → [0,∞) est une k-densite´ sur l’espace
vectoriel TxM .
Pour simplifier les notations, on notera π la projection π : ΛkTM →M ainsi que
ses diffe´rentes restrictions : au fibre´ en coˆnes π : ΛksTM → M et au fibre´ unitaire
π : SφTM →M ou` SφTM = {(x, a) ∈ ΛksTM |φ(x, a) = 1}.
Nous nous inte´resserons plus particulie`rement aux densite´s sur les espaces de
Minkowski : les espaces norme´s dont la sphe`re unite´, lisse, a toutes ses courbu-
res principales strictement positives pour une me´trique euclidienne auxiliaire quel-
conque. Nous noterons par la suite B ⊂ V et S = ∂B les boules et sphe`res unite´s
de (V, ‖ · ‖). De meˆme, B∗ et S∗ de´signeront les boules et sphe`res unite´s duales de
(V ∗, ‖ · ‖∗).
Classiquement, les espaces euclidiens posse`dent, pour toute dimension k, une
densite´ naturelle : celle pour laquelle le k-volume de tout cube unitaire de dimension
k vaut 1. La situation se complexifie dans le cas des espaces norme´s non-euclidiens.
Pour ceux-ci, diverses conside´rations ge´ome´triques ont motive´ la construction de
diffe´rentes densite´s. Parmi celles-ci, on trouve la densite´ de Busemann, donnant
la mesure de Haussdorff des sous-varie´te´s, et la densite´ de Holmes-Thompson, lie´e
au volume de Liouville. Dans la suite, nous focaliserons notre attention sur cette
dernie`re.
Cette densite´ est apparue dans diffe´rents contextes, avec des de´finitions diffe´rentes
mais e´quivalentes (voir [7] pour les diffe´rentes de´finitions). Nous utiliserons ici la
de´finition suivante qui remonte a` Busemann et qu’il appelait alors fonction de pro-
jection [10].
De´finition 3. Soit (V, ‖ · ‖) un espace de Minkowski. Soit a ∈ ΛksV et conside´rons
la projection Pa : V
∗ →< a >∗ duale de l’injection < a >→֒ V . La densite´ de
Holmes-Thompson est de´finie par
φ(a) =
1
ǫk
∫
Pa(B∗)
a,
ou` ǫk est le volume euclidien de la boule unite´ euclidienne de dimension k.
2.2. Forme de Busemann. Dans [14], Harvey et Lawson introduisent la notion de
calibration d’une densite´ par une forme diffe´rentielle ferme´e pour e´tudier les sous-
varie´te´s minimales. Nous utiliserons ici une de´finition plus restrictive, e´quivalente
a` la notion de convexite´ (locale) d’une densite´ (voir [10]).
De´finition 4. Une k-forme ξ ∈ ΛkV ∗ calibre une k-densite´ φ en a ∈ ΛksV si
ξ(a) = φ(a) et ξ ≤ φ sur le coˆne de Grassmann. On dira qu’elle calibre localement
la densite´ en a si la seconde condition n’est satisfaite que dans un voisinage de a.
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Dans [10], Busemann et al. montrent que les k-densite´s (1 ≤ k ≤ n − 1) de
Holmes-Thompson d’un espace de Minkowski de dimension n sont localement cal-
ibre´es en chaque point de la sphe`re unite´ par une k-forme distingue´e. Cette forme
jouera un grand roˆle dans la suite. Nous reprenons ici leur construction. Nous don-
nons ensuite, en langage moderne, la preuve de la calibration locale de la densite´ de
Holmes-Thompson par cette forme (voir [10, p.24], [9, pp.18-20] pour la construc-
tion, [10, p.34] pour la preuve).
Pour a ∈ ΛksV donne´, conside´rons la projection Pa : V
∗ →< a>∗ et soit Σa le
lieu des points singuliers de la restriction Pa : S
∗ →<a>∗ (voir figure 1). Puisque
S∗ est quadratiquement convexe, Σa est une sous-varie´te´ de dimension k de S
∗ et
la restriction Pa : Σa → ∂Pa(B∗) est un diffe´omorphisme. La forme de Busemann
se de´finit comme suit :
De´finition 5. Soit V un espace de Minkowski et a ∈ ΛksV . La forme de Busemann
en a est de´finie par
βa(b) =
1
kǫk
∫
Σa
iχb
ou` iχb est la contraction de b avec le champ d’Euler χ(v) = v.
Proposition 6 (Busemann et al.[10]). La forme de Busemann calibre localement
la densite´ de Holmes-Thompson.
De´monstration. Conside´rons χ˜ le champ d’Euler sur < a >∗. Un calcul en coor-
donne´es donne d(iχ˜a) = ka. Cette e´galite´ et le the´ore`me de Stokes applique´s a` la
de´finition de la densite´ de Holmes-Thompson donnent
φ(a) =
1
kǫk
∫
∂Pa(B∗)
iχ˜a.
On ve´rifie ensuite facilement que P ∗a (a|<a>∗) = a|V ∗ et que DPa(χ) = χ˜. En outre,
puisque S∗ est quadratiquement convexe, la restriction Pa : Σa → ∂PA(B∗) est un
diffe´omorphisme. On obtient donc φ(a) = βa(a).
Prenons b ∈ ΛksV et conside´rons la projection Pb : V
∗ →< b >∗. Si b est suff-
isamment proche de a, alors Pb(Σa) est une sous-varie´te´ de < b >
∗ diffe´omorphe
a` une sphe`re de dimension k − 1. Alors βa(b) est le volume, mesure´ avec b, du
sous-ensemble A ⊂<b>∗ de bord ∂A = Pb(Σa) :
βa(b) =
1
kǫk
∫
Σa
iχb
=
1
ǫk
∫
A
b
Par la convexite´ de B∗, Pb(Σa) ⊂ Pb(B∗). Donc, βa(b) ≤ φ(b), (voir figure 2). 
Remarque. Par contre, la densite´ de Holmes-Thompson n’est en ge´ne´ral pas
calibre´e. En effet, pour des k-vecteurs c e´loigne´s de a, il peut arriver que Pc(Σa)
ne soit pas un plongement de Σa dans < c >
∗. Dans ce cas, les volumes doivent
eˆtre compte´s avec multiplicite´s et on perd en ge´ne´ral l’ine´galite´. Pour des exemples
explicites de telles situations ou` la forme de Busemann est de plus la seule forme
qui calibre localement la densite´, voir [9], [10], (voir figure 3).
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Σa
Pa
<a>∗
S∗ ⊂ V ∗
Figure 1.
<b>∗
A
Figure 2.
La densite´ de Holmes-
Thompson est locale-
ment calibre´e ...
<c>∗
Figure 3.
... mais en ge´ne´ral pas
globalement calibre´e.
2.3. Lemme de structure. Pour terminer cette section, nous pre´sentons le lemme
de structure. Celui-ci, et sa version duale, nous seront utiles pour les propositions
15 et 20.
Conside´rons tout d’abord un fibre´ diffe´rentiable π : E → M . Nous appellerons
fibre´ vertical le fibre´ V → E ou` V = kerDπ ⊂ TE et fibre´ normal le fibre´ N =
TE/V → E. On notera Γ(V) et Γ(N ) les espaces de sections de ces fibre´s. Utilisant
l’inte´grabilite´ du fibre´ V , on montre aise´ment que l’application suivante est bien
de´finie et qu’il s’agit d’une de´rive´e covariante (voir [8] p. 32).
De´finition 7. La de´rive´e covariante de Bott est l’application
∇ : Γ(V)× Γ(N )→ Γ(N )
(X,Y ) 7→ ∇XY = [X, Y˜ ] mod V
ou` Y˜ est un champ de vecteurs sur E tel que Y˜ mod V = Y .
Comme toute de´rive´e covariante, celle-ci s’e´tend a` n’importe quel produit ten-
soriel de N . Notons LX la de´rive´e de Lie d’un champ de tenseurs par rapport au
champ de vecteurs X , on a les de´rive´es covariantes suivantes :
∇ : Γ(V)× Γ(ΛkN )→ Γ(ΛkN ),∇XY = LX Y˜ mod V
∇ : Γ(V)× Γ(ΛkN ∗)→ Γ(ΛkN ∗),∇XY = LX Y˜ mod V
∗
En particulier, conside´rons le fibre´ π : E = ΛkTM → M . Nous noterons, comme
pre´ce´demment, V = kerDπ le fibre´ vertical et N = (TΛkTM)/V le fibre´ nor-
mal. La ke`me puissance exte´rieure du fibre´ normal posse`de une section canonique
σ : ΛkTM → ΛkN , σ(x, a) = b mod V avec Dπb = a. Ceci permet de de´finir pour
tout (x, a) ∈ ΛkTM une application line´aire
H(x,a) : V(x,a) → Λ
kTxM
v 7→ Dπ(x,a)∇vσ
Puisque le fibre´ E → M est vectoriel, l’espace vertical en un point s’identifie na-
turellement a` la fibre passant par ce point. Nous noterons I(x,a) : V(x,a) → Λ
kTxM
cet isomorphisme canonique.
Lemme 8 (Lemme de structure). En tout point (x, a) ∈ ΛkTM , l’isomorphisme
canonique I(x,a) et l’application line´aire H(x,a) co¨ıncident.
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De´monstration. Soit (x, a) ∈ E, v un vecteur vertical en (x, a) et γ : R→ π−1(π(x, a))
une courbe verticale telle que γ(0) = (x, a) et γ˙(0) = v. Alors, un calcul e´le´mentaire
en coordonne´es montre que pour toute section Y ∈ Γ(N ),
Dπ(x,a)(∇vY ) =
d
dt
Dπ(Y (γ(t)))|t=0.
Le lemme de structure s’en de´duit imme´diatement en remarquant que, pour la
section canonique σ, Dπ(σ(x, a)) = a. 
Notons comme conse´quence imme´diate que si on se restreint au fibre´ unitaire
d’une densite´ φ, l’image de l’application line´aire H(x,a) est alors le tangent de la
sphe`re unite´ TaSφ ⊂ ΛkTxM .
On peut faire une construction similaire dans le cas du fibre´ dual. Nous ne
l’utiliserons, dans le the´ore`me 20, que dans le cas du fibre´ cotangent. Nous ne
pre´senterons donc que ce cas.
Notons I(x,p) : V(x,p) → T
∗
xM l’isomorphisme canonique. Il existe sur T
∗M une
1-forme canonique, α ∈ Ω1(T ∗M), α(x,p) = p ◦ Dπ. Celle-ci s’annule sur le fibre´
vertical, on peut donc l’identifier a` une section du dual du fibre´ normal : α ∈
Γ(N ∗). En outre, en utilisant la formule de Cartan, on trouve : ∇Xα = (diXα +
iXdα) mod V∗. Comme X est vertical, on a ∇Xα = iXdα mod V∗.
Comme dans le cas pre´ce´dent, on construit alors l’application line´aire :
H∗(x,p) : V(x,p) → T
∗
xM
v 7→ Dπ(x,p)ivdα
On obtient enfin le lemme de structure dual :
Lemme 9 (Lemme de structure dual). En tout point (x, p) ∈ T ∗M , l’isomorphisme
canonique I(x,p) et l’application line´aire H
∗
(x,p) co¨ıncident.
3. Application de Legendre et forme de Hilbert
3.1. Application de Legendre. L’application de Legendre est un outil important
du calcul des variations. Dans le cas d’un espace norme´ (V, φ), de norme lisse, elle
est de´finie par
L : V → V ∗, v 7→
1
2
(dφ2)v.
Il ne s’agit pas en ge´ne´ral d’un diffe´omorphisme de V \{0} vers V ∗\{0}. C’est toute-
fois le cas lorsque la forme biline´aire syme´trique de´finie par sa diffe´rentielle en tout
vecteur v non nul
DvL : TvV × TvV → R
(x, y) 7→ DvL(x)(y)
est de´finie positive. On dit alors qu’on a` affaire a` un proble`me re´gulier du calcul
des variations. Du point de vue de la ge´ome´trie de Finsler, c’est aussi la de´finition
intrinse`que, et usuelle, d’un espace de Minkowski.
Remarquons que l’application de Legendre est l’unique application L : V → V ∗
homoge`ne de degre´ 1 telle que L(v)(v) = φ2(v) et telle que L(v) s’annule sur le
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tangent TvSφ pour tout vecteur unitaire v. Nous utiliserons cette caracte´risation
pour e´tendre cette notion aux densite´s quelconques.
De´finition 10. Une application de Legendre pour une k-densite´ φ sur V est une
application L : ΛksV → Λ
kV ∗ lisse sur ΛksV \{0} et telle que
(1) L est homoge`ne de degre´ 1,
(2) L(a)(a) = φ(a)2,
(3) L(a) s’annule sur TaSφ.
Dans le cas k = n − 1, le coˆne de Grassmann est l’espace ΛkV tout entier et
Sφ est une hypersurface de celui-ci. Il n’existe alors qu’une seule application de
Legendre donne´e par L(a) = 12 (dφ
2)a. Dans le cas ge´ne´ral, il en existe par contre
une infinite´ et il convient alors d’en de´terminer une bien adapte´e a` la densite´. Pour
Holmes-Thompson, c’est la forme de Busemann qui va nous fournir une application
de Legendre ade´quate :
Proposition 11. Une application de Legendre pour la densite´ de Holmes-Thompson
φ sur un espace de Minkowski est donne´e par
L : ΛksV → Λ
kV ∗
a 7→ φ(a)βa
ou` βa est la forme de Busemann de´finie en 5.
De´monstration. Cette application est lisse car la norme duale d’un espace de Min-
kowski est lisse. On ve´rifie aussi de suite qu’elle est homoge`ne. Ensuite, on sait que
βa(a) = φ(a), donc L(a)(a) = φ(a)2. Il reste alors a` montrer que βa s’annule sur
le tangent de la sphe`re unite´. On sait que βa calibre localement la densite´ φ en a.
Donc, a ∈ Sφ est un minimum local de la fonction
φ− βa : Λ
k
sV → R.
Puisque φ est constante sur sa sphe`re unite´ Sφ, on en de´duit que
∀b ∈ TaSφ, βa(b) = ∂b(φ − βa) = 0.

Remarquons que cette construction se ge´ne´ralise a` toute densite´ localement cal-
ibre´e.
On ge´ne´ralise naturellement aux densite´s sur les varie´te´s :
De´finition 12. Une application de Legendre pour une k-densite´ φ sur une varie´te´
M est une application L : ΛksTM → Λ
kT ∗M lisse hors de la section nulle et telle
que
(1) L se projette sur l’application identite´ sur M : π∗ ◦ L = π.
(2) en tout point x de M , l’application Lx : ΛksTxM → Λ
kT ∗xM de´finie par
L(x, a) = (x,Lx(a)) est une application de Legendre sur l’espace vectoriel
TxM .
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3.2. Forme de Hilbert. A l’aide de l’application de Legendre, nous ge´ne´ralisons
la notion classique de forme de Hilbert au cas des k-densite´s. Nous proposons deux
de´finitions e´quivalentes. La premie`re, ge´ne´ralisant la de´finition classique, facilitera
dans la section suivante la preuve de l’invariance du covecteur de courbure moyenne
vis a` vis d’un choix d’application de Legendre ; la seconde sera utile pour prouver
le the´ore`me 20.
De´finition 13. Soit L : ΛksTM → Λ
kT ∗M une application de Legendre pour une
k-densite´ φ. La forme de Hilbert pour cette application est une k-forme sur le fibre´
unitaire, ωk ∈ Ωk(SφTM), de´finie par (ωk)(x,a) = Lx(a) ◦Dπ.
Il existe sur l’espace dual ΛkT ∗M une k-forme canonique αk de´finie par (αk)(x,ξ) =
ξ ◦Dπ∗. Ceci donne une de´finition alternative pour la forme de Hilbert.
De´finition 14 (Alternative). Soit L : ΛksTM → Λ
kT ∗M une application de Le-
gendre. La k-forme de Hilbert associe´e a` cette application de Legendre est de´finie
par ωk = (L∗αk)|SφTM .
On ve´rifie imme´diatement que ces deux de´finitions sont e´quivalentes.
La proposition suivante est une conse´quence du lemme de structure. Rappelons
qu’au fibre´ π : SφTM →M sont associe´s les fibre´s vectoriels vertical V = kerDπ →
SφTM et normal N = (TSφTM)/V → SφTM .
Proposition 15. Soit φ une k-densite´ et ωk la forme de Hilbert associe´e a` une
application de Legendre. Soient u, v ∈ V(x,a) deux vecteurs tangents verticaux et
b ∈ ΛkT(x,a)SφTM tel que Dπ(x,a)b = a. Alors, (1) iuωk = 0, (2) iu∧vdωk = 0 et
(3) dωk(u ∧ b) = 0.
De´monstration. Le premier point est une conse´quence imme´diate de la de´finition
de forme de Hilbert. Pour le second, il suffit de remarquer que la distribution des
espaces tangents a` la fibre est inte´grable et qu’elle est contenue dans l’annulateur de
ωk. Enfin, le dernier point est une conse´quence du lemme de structure. Le premier
point de la proposition assure que la forme de Hilbert s’identifie canoniquement a`
une section ωk ∈ Γ(Λ
kN∗). De plus, si σ ∈ Γ(ΛkN) repre´sente la section canonique,
alors par de´finition de la forme de Hilbert, ωk(σ) ≡ 1. De`s lors,
0 = ∂u(ωk(σ))
= (∇uωk)(σ) + ωk(∇uσ)
D’apre`s le lemme de structure, Dπ(∇uσ) ∈ TaSφ, donc ωk(∇uσ) = 0. Alors
(∇uωk)(σ) = 0. Or, b mod V = σ(x, a) et ∇uωk = iudωk mod V
∗. On en de´duit
que iudωk(b) = 0. 
4. Formule de premie`re variation
Le releve´ tangent d’une sous-varie´te´ oriente´e Nk ⊂M est la sous-varie´te´ du fibre´
unitaire
N˜ := {(x, a) ∈ SφTM | <a>= TxN} ⊂ SφTM.
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Bien entendu, la projection π : N˜ → N est un diffe´omorphisme. Alors par de´finition
de la forme de Hilbert, ∫
N
φ =
∫
N˜
ωk,
quelque soit le choix de la forme. Ceci nous permet d’aborder le proble`me varia-
tionnel dans le contexte classique des formes diffe´rentielles.
Proposition 16. Soit φ une k-densite´ sur une varie´te´M et ωk une forme de Hilbert
pour cette densite´. La sous-varie´te´ N ⊂ M de dimension k est point critique du
proble`me variationnel si et seulement si ibdωk = 0 quelque soit le k-vecteur tangent
b ∈ ΛksT N˜ .
De´monstration. Soit f : N × [0, 1] → M une variation de N a` support compact.
Elle induit une variation des releve´s tangents : f˜ : N˜ × [0, 1]→ SφTM . Soit X = ∂t
le champ de vecteurs correspondant sur SφTM . Alors
d
dt |t=0
∫
Nt
φ =
d
dt |t=0
∫
N˜t
ωk
=
∫
N˜0
diXωk + iXdωk
=
∫
N˜0
iXdωk
par Stokes puisque la variation est a` support compact. Puisque que la varie´te´ N
est point critique si et seulement si ceci est nul pour toute variation, on obtient le
re´sultat. 
Il apparaˆıt clairement au vu de la preuve pre´ce´dente que la condition de mini-
malite´ est inde´pendante d’un choix de forme de Hilbert.
Plus ge´ne´ralement, la diffe´rentielle exte´rieure de la forme de Hilbert permet de
construire, en tout point d’une sous-varie´te´ fixe´e, un covecteur de courbure moyenne
qui mesure la premie`re variation du volume lorsqu’on de´forme la sous-varie´te´. Pour
une sous-varie´te´ oriente´eN ⊂M , il est naturel, d’apre`s ce qui pre´ce`de, de conside´rer
le covecteur ibdωk ou` b ∈ ΛksT N˜ est un k-vecteur tangent tel que ωk(b) = 1, c’est
a` dire tel que Dπ(x,a)b = a. On ve´rifie comme pre´ce´demment que ce covecteur ne
de´pend pas d’un choix de forme de Hilbert.
Proposition 17. Soit N ⊂ M une k-sous-varie´te´ et ωk, ω′k deux k-formes de
Hilbert pour une densite´. Alors, ibdωk = ibdω
′
k quelque soit le k-vecteur tangent
b ∈ ΛksT N˜ .
De´monstration. Quelles que soient les formes de Hilbert, on a toujours∫
N
φ =
∫
N˜0
ωk =
∫
N˜0
ω′k.
Alors, pour une variation quelconque, en utilisant les meˆmes notations que dans la
preuve pre´ce´dente, ∫
N˜0
iXdωk =
∫
N˜0
iXdω
′
k.
Puisque cette e´galite´ reste ve´rifie´e pour toute variation, le re´sultat s’en suit. 
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D’apre`s le point (3) de la proposition 15, ce covecteur s’annule sur l’espace tan-
gent a` la fibre de SφTM . Il se projette donc naturellement sur un covecteur de´fini
sur M .
De´finition 18. Soit φ une k-densite´ sur une varie´te´ M et N ⊂ M une k-sous-
varie´te´ oriente´e de M . Le covecteur de courbure moyenne de N en x ∈ N est de´fini
par
hx(u) = dω(u˜ ∧ b)
ou` u˜ ∈ T(x,a)SφTM tel que Dπ(u˜) = u et b ∈ Λ
k
sT(x,a)N˜ tel que Dπb = a.
Corollaire 19. Une sous-varie´te´ est minimale si et seulement si son covecteur de
courbure moyenne est nul en tout point.
Nous terminons cette section par quelques illustrations classiques.
Courbes de R3 Conside´rons R3 avec la me´trique standard. Nous noterons
(x, y, z, u, v, w) les coordonne´es d’un point du fibre´ tangent TR3 ∼= R3 × R3 ou`
(x, y, z) sont les coordonne´es du point et (u, v, w) celles du vecteur base´ en ce
point.
On ve´rifie sans peine que la forme de Hilbert, ω1 = (
1
2d‖ · ‖
2) ◦Dπ, est donne´e
par ω1 =< V |Dπ(·) > au point (X,V ). En coordonne´es, il s’agit de la restriction
au fibre´ unitaire de la forme udx+ vdy + wdz.
Soit c(t) une courbe lisse parame´trise´e par longueur d’arc. Son releve´ tangent
dans le fibre´ unitaire est simplement c˜ = (c, c˙), tandis que l’unique vecteur tangent
a` ce releve´ qui se projette sur c˙ est U = (c˙, k) ou` k = c¨ est le vecteur normal
multiplie´ par la courbure.
On calcule alors que dω1(· ∧ U) est la restriction au fibre´ unitaire de la forme
c˙1du + c˙2dv + c˙3dw − k1dx − k2dy − k3dz. D’apre`s le point (3) de la proposition 15,
sur le fibre´ unitaire, c˙1du + c˙2dv + c˙3dw = 0. On obtient donc que le covecteur de
courbure moyenne est, comme attendu, h =< −k|· >.
Surfaces de R3 Conside´rons R3 avec l’aire euclidienne. Comme d’habitude,
nous identifions Λ2TR3 avec TR3 ∼= R3 × R3 en identifiant le 2-vecteur v ∧ w avec
le produit vectoriel v × w. Nous prendrons cette fois (x1, x2, x3, v1, v2, v3) comme
coordonne´es.
On ve´rifie de nouveau sans peine que la 2-forme de Hilbert ω2 est la restriction
au fibre´ unitaire de la forme v1dx2 ∧ dx3 + v2dx3 ∧ dx1 + v3dx1 ∧ dx2.
Soit f(r, s) une surface re´gulie`re. Son releve´ tangent est f˜ = (f, n) ou` n est
le vecteur normal unitaire. Le covecteur de courbure moyenne est obtenu par la
restriction au fibre´ unitaire de
dω2(· ∧
∂r f˜ ∧ ∂sf˜
‖∂rf ∧ ∂sf‖
),
c’est a` dire, en utilisant l’expression n = ∂rf×∂sf‖∂rf×∂sf‖ ,
3∑
i=1
nidvi +
(∂rn× ∂sf + ∂rf × ∂sn)i
‖∂rf × ∂sf‖
dxi.
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De nouveau, le point (3) de la proposition 15 assure que, sur le fibre´ unitaire,∑
i nidvi = 0. De plus, ∂rn = α∂rf + β∂sf et ∂sn = γ∂rf + δ∂sf pour certaines
fonctions α, β, γ, δ. Alors un simple calcul donne
∂rn× ∂sf + ∂rf × ∂sn
‖∂rf × ∂sf‖
= (α+ δ)n = −Mn
ou` M est l’oppose´ de la trace de la diffe´rentielle de l’application de Gauss, c’est a`
dire la courbure moyenne de f . On en de´duit que le covecteur de courbure moyenne
est, comme attendu, h = −M < n|· >.
4.1. Me´trique de Finsler sur une surface. Dans [11], Cartan utilise sa me´thode
d’e´quivalence pour e´tudier les invariants diffe´rentiels d’une surface munie d’une
1-densite´. La forme de Hilbert apparaˆıt naturellement dans sa de´marche et lui
permet notamment de de´finir la notion de courbure d’une courbe. Nous esquissons
rapidemment, dans le cas d’une me´trique de Finsler, ses re´sultats et montrons le
lien entre courbure et covecteur de courbure moyenne comme de´fini pre´ce´demment.
Conside´rons une surface de Finsler (M,φ) oriente´e et rappelons que, par de´finition,
la diffe´rentielle de l’application de Legendre de´finit pour chaque vecteur unitaire
v ∈ TxM un produit scalaire < ·|· >v sur TxM . Il existe donc sur le fibre´ unitaire
deux 1-formes canoniques ω1 et ω2 de´finies par, pour X ∈ T(x,v)SφTM ,
Dπ(X) = ω1(X)v + ω2(X)w
ou` (v, w) est la base oriente´e de TxM orthonorme´e pour le produit scalaire < ·|· >v.
Notons que la forme ω1 n’est autre que la forme de Hilbert et que les releve´s
tangents des courbes satisfont l’e´quation ω2 = 0.
Calculant les diffe´rentielles exte´rieures de ces formes, Cartan montre l’existence
d’une 3e`me forme canonique, ω3, line´airement inde´pendante des deux autres. Il
prouve aussi que ces formes et leurs diffe´rentielles sont relie´es par les e´quations
de structure de Cartan :

dω1 = −ω2 ∧ ω3
dω2 = ω1 ∧ ω3 − Iω2 ∧ ω3
dω3 = −Kω1 ∧ ω2 − Jω2 ∧ ω3
ou` I, J et K sont des fonctions sur le fibre´ unitaire caracte´ristiques de la me´trique
de Finsler. Il montre e´galement que les extre´males sont ces courbes dont les releve´s
tangents sont solutions du syste`me diffe´rentiel ω2 = ω3 = 0, ce qui revient a` dire que
le covecteur de courbure moyenne est nul d’apre`s la premie`re e´quation de structure.
Contrairement aux deux autres, la 3e`me forme canonique ne s’annule pas sur
l’espace tangent a` la fibre du fibre´ unitaire. En conse´quence, cette forme applique´e
sur un vecteur tangent du releve´ tangent d’une courbe donne une mesure de la
diffe´rence entre le 2-jet de cette courbe et celui de la ge´ode´sique de meˆme vecteur
tangent. Notant cela, Cartan de´finit naturellement la courbure d’une courbe comme
le rapport k = ω3(V )
ω1(V )
ou` V est une vecteur tangent au releve´ tangent de cette
courbe. De la premie`re e´quation de structure, on de´duit que le covecteur de courbure
moyenne d’une courbe est h = −kω2.
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5. Minimalite´ des sous-varie´te´s totalement ge´ode´siques
Nous avons de´termine´, a` la proposition 11, une application de Legendre partic-
ulie`re pour la densite´ de Holmes-Thompson. Celle-ci de´finit en retour une k-forme
de Hilbert que nous noterons Θk. Nous allons montrer, dans la proposition 20, que
cette forme et la 1-forme de Hilbert associe´e a` la norme sont e´troitement lie´es. Or,
comme nous l’avons vu dans la section pre´ce´dente, la minimalite´ des sous-varie´te´s
s’exprime par une condition sur la diffe´rentielle exte´rieure de la forme de Hilbert.
De`s lors, cette proposition e´tablit un pont entre les proble`mes variationnels uni
et multi-dimensionnels. Nous l’utiliserons comme e´le´ment clef dans la preuve du
the´ore`me principal.
Les 2 formes ω1 ∈ Ω(STM) et Θk ∈ Ωk(SφTM) sont de´finies sur des varie´te´s
diffe´rentes. Pour les comparer, nous allons les ramener sur la varie´te´ M .
Conside´rons a` cet effet une section locale σ : M → SφTM. Celle-ci de´finit une
distribution de k-plans tangents oriente´s sur M : {<σ(x)> |x ∈ M}. Prenant les
vecteurs unitaires de ces k-plans tangents, nous de´finissons un sous-fibre´ du fibre´
unitaire : πσ : Uσ = {(x, v) ∈ STM | v ∈<σ(x)>} →M.
Nous allons montrer que le pull-back de Θk par la section σ est, a` une constante
pre`s, le push-forward par πσ du produit exte´rieur de ω1 et d’une puissance de dω1.
Plus pre´cise´ment,
Proposition 20. Soit σ : M → SφTM une section locale. Alors, les formes de
Hilbert Θk pour la k-densite´ de Holmes-Thompson et ω1 pour la norme sont relie´es
par l’e´quation :
σ∗Θk =
(−1)
k(k+1)
2
k!ǫk
πσ∗(ω1 ∧ (dω1)
k−1).
Pour prouver ce the´ore`me, nous utiliserons le lemme suivant (cfr prop 2.3, 2.4
de [4]).
Lemme 21. Soit (V, ‖.‖) un espace de Minkowski, de sphe`re unite´ S. Soit W ⊂ V
un sous-espace vectoriel et ΣW le lieu des points singuliers de la projection P : S
∗ ⊂
V ∗ →W ∗. Alors, ΣW = L
1(W ∩ S) ou` L1 est l’application de Legendre associe´e a`
la norme.
Preuve de la proposition 20. La fibre π−1σ (x) =<σ(x)> ∩ STxM est une sphe`re de
dimension k− 1 dans <σ(x)>. Puisque <σ(x)> est naturellement oriente´, la fibre
π−1σ (x) l’est aussi.
Par le lemme pre´ce´dent, L1(< σ(x)> ∩ STxM) = Σ<σ(x)> ⊂ ST
∗
xM . De plus,
par de´finition, ω1 = L1∗α1.
Soit Σ :=
⋃
xΣ<σ(x)> et πΣ : Σ→M la restriction a` Σ de la projection π : T
∗M →
M . Alors,
πσ∗(ω1 ∧ dω
k−1
1 ) = πΣ∗(α1 ∧ dα
k−1
1 ).
Par de´finition du push-forward,
πΣ∗(α1 ∧ dα
k−1
1 )x(b) =
∫
pi
−1
Σ (x)
ib˜(α1 ∧ dα
k−1
1 ).
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Soit (x, p) ∈ π−1Σ (x). Si (u1, . . . , uk−1) est une base de (kerDπΣ)(x,p), alors, d’apre`s
la proposition 15,
ib˜(α1 ∧ dα
k−1
1 )(
k−1∧
j=1
uj) = (−1)
k(k+1)
2 (k − 1)!(α1 ∧ (
k−1∧
j=1
iujdα1)(b˜).
Utilisant le lemme de structure dual, on ve´rifie que ceci est encore e´gal a`
(−1)
k(k+1)
2 (k − 1)! b · (p ∧ (
k−1∧
j=1
I(uj))).
De plus, (I(u1), . . . , I(uk−1)) est une base de TpΣ<σ(x)> ⊂ ST
∗
xM . On obtient alors
πΣ∗(α1 ∧ dα
k−1
1 )(b) = (−1)
k(k+1)
2 (k − 1)!
∫
Σ<σ(x)>
iχb.
De ce fait,
(−1)
k(k+1)
2
k!ǫk
πσ∗(ω1 ∧ dω
k−1
1 ) = βσ(x) ∈ Λ
kT ∗xM.
Enfin, puisque Θσ(x) = L(σ(x)) ◦Dπ = βσ(x) ◦Dπ, on obtient (σ
∗Θ)x = βσ(x). 
Nous pouvons a` pre´sent montrer le re´sultat principal :
The´ore`me 22. Toute sous-varie´te´ totalement ge´ode´sique d’une varie´te´ de Finsler
est minimale pour la densite´ de Holmes-Thompson.
De´monstration. Soit x un point d’une sous-varie´te´ de Finsler M et soit N ⊂M la
sous-varie´te´ (locale) forme´e de toutes les ge´ode´siques passant par x et tangentes a`
un k-plan fixe´ de TxM . On va montrer que la courbure moyenne de N est nulle en
x.
Prenons σ : M → SφTM une section locale telle que σ(N) ⊂ N˜ . Alors, si σ(x) =
(x, a), le covecteur de courbure moyenne en x se calcule comme suit :
hx = (σ
∗dΘk)x(· ∧ a),
ou` Θk est la forme de Hilbert particulie`re associe´e a` la transfomation de Legendre
de´finie par la forme de Busemann. Utilisant la proposition 20 et le fait que la
diffe´rentielle exte´rieure commute avec le pull-back et le push-forward, on obtient
hx(u) =
(−1)
k(k+1)
2
k!ǫk
πσ∗(dω1)
k(u ∧ a).
Prenons v ∈ STxN tel que (x, v) ∈ Sσ. Alors, v∧a = 0 et donc a = v∧v1∧· · ·∧vk−1
pour certains vi.
Pour effectuer le push-forward, on est amene´ a` calculer
(dω1)
k
(x,v)(u˜ ∧ v˜ ∧ v˜1 ∧ · · · ∧ v˜k−1 ∧ u1 ∧ · · · ∧ uk−1)
ou` (u1, . . . , uk−1) est une base de l’espace tangent a` la fibre T(x,v)π
−1
σ (x) et v˜, v˜i, u˜
des releve´s de v, vi, u dans T(x,v)Sσ. Par antisyme´trie, c’est inde´pendant du choix
des releve´s.
Conside´rons l’unique ge´ode´sique γ passant par x et tangente a` v. Par de´finition
de la varie´te´ N , c’est une courbe de N et donc son rele´ve´ tangent γ˜ est une courbe
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de Sσ. Comme releve´ de v, on peut donc choisir ˙˜γ. Or γ e´tant une ge´ode´sique, elle
est minimale et donc
dω1( ˙˜γ, .) = 0.
Puisqu’on peut faire ce raisonnement en tout point (x, v) de la fibre π−1σ (x), on
obtient
hx = 0.

Nous terminons en pre´sentant deux classes inte´ressantes de me´triques de Finsler
admettant des sous-varie´te´s totalement ge´ode´siques, l’une classique, l’autre beau-
coup moins.
5.1. Me´triques projectives. Dans son e´tude du 4e`me proble`me de Hilbert, Buse-
mann a construit une large classe de me´triques de Finsler sur Rn dont les ge´ode´siques
sont les droites. Son ide´e fut de conside´rer une mesure positive sur l’ensemble des hy-
perplans affins et de de´finir la longueur d’un segment comme la mesure de l’ensem-
ble des hyperplans qui l’intersectent. Puisque tout hyperplan coupant un segment
coupe aussi toute courbe joignant les extre´mite´s de celui-ci, la longueur du segment
sera ne´cessairement infe´rieure a` la longueur de la courbe. Plus pre´cise´ment,
The´ore`me 23 (Busemann). Si Φ est une mesure lisse positive sur l’espace H des
hyperplans affins de Rn, alors il existe une me´trique de Finsler φ sur Rn telle que
pour chaque courbe lisse γ : [a, b]→ Rn,∫
ξ∈H
#(ξ ∩ γ)Φ =
∫
γ
φ
ou` #(ξ ∩ γ) repre´sente le nombre d’intersection de l’hyperplan ξ avec la courbe γ.
De plus, les ge´ode´siques de cette me´trique de Finsler sont les droites affines.
Les espaces affins sont e´videmment totalement ge´ode´siques pour de telles me´triques
et donc minimaux pour la densite´ de Holmes-Thompson.
5.2. Me´triques sur CPn et HPn. Dans leur article sur les submersions en ge´o-
me´trie de Finsler [4], A´lvarez et Dura´n construisent des me´triques de Finsler sur les
espaces projectifs complexes et quaternioniques dont les ge´ode´siques sont des cercles
et pour lesquelles les CP 1 et HP 1, et donc tous les sous-espaces projectifs, sont
totalement ge´ode´siques. Le grand inte´reˆt de cet exemple par rapport au pre´ce´dent
est que ces me´triques n’ont pas toutes les meˆmes ge´ode´siques.
Nous pre´sentons leur construction sur les espaces projectifs complexes. Il suffira
de remplacer le mot ’complexe’ par ’quaternionique’ dans ce qui suit pour obtenir
une autre classe de me´triques.
De´finition 24. Une submersion π :M → N entre deux varie´te´s de Finsler est dite
isome´trique si en tout point de M , l’image de la boule unite´ par la diffe´rentielle de
la projection est la boule unite´ au point image.
The´ore`me 25 (A´lvarez, Dura´n). Soit ϕ une me´trique de Finsler sur la sphe`re
S2n+1 ⊂ Cn+1 invariante sous l’action de S1 et dont les ge´ode´siques sont les grands
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cercles, alors il existe une unique me´trique de Finsler ψ sur CPn telle que la fibra-
tion de Hopf, π : (S2n+1, ϕ)→ (CPn, ψ), soit une submersion isome´trique. De plus,
les ge´ode´siques de cette me´trique sont toutes des cercles et les CP 1 sont totalement
ge´ode´siques.
Nous donnerons les grands points de la preuve de ce the´ore`me.
A l’aide de la construction de Busemann (sur la sphe`re), les auteurs construisent
une classe de me´triques de Finsler sur la sphe`re unite´ de Cn+1, invariante par
l’action de S1, et dont les ge´ode´siques sont les grands cercles. Fixons-en une et
remarquons que, du fait de l’invariance sous l’action de S1, les boules unite´s base´es
en des points d’une meˆme fibre ont toutes la meˆme image par la diffe´rentielle de la
projection. Ceci de´finit alors une me´trique de Finsler sur CPn, et par de´finition, la
submersion entre ces varie´te´s de Finsler est isome´trique.
Notons que, comme conse´quence imme´diate de la de´finition de submersion iso-
me´trique, la diffe´rentielle de la projection de´croˆıt les normes. Forts de ce constat,
les auteurs prouvent que les ge´ode´siques de la varie´te´ image sont les projections de
certaines ge´ode´siques de la varie´te´ initiale qu’ils appellent ge´ode´siques horizontales.
Les ge´ode´siques de CPn sont donc les projections de certains grands cercles
de S2n+1. Or tout grand cercle e´tant dans un 2-plan complexe, sa projection est
dans un CP 1. Puisqu’ils sont soit disjoints, soit transverses, les CP 1 sont donc
ne´cessairement totalement ge´ode´siques.
Enfin, les auteurs prouvent que les ge´ode´siques de ces me´triques, ne´cessairement
toutes ferme´es, sont des cercles.
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